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表題の意味するものは,整 数論の問題で計算機によって検証されるものに
ついて述べ よ うとするところにある。古来数多 くの整数論の問題が論ぜ られ
たが,実 際の数について これ らを検証す ることは容易ではなかった。それが
電子計算機の出現により鷲 くべき効果をあげているのが現状である。その一
端について述べ ようとするのが本稿の 目的である。内容は次の通 りである。
§1.ア ルキメデスの家畜問題(p.1.)
§2.等 差数列をなす素数(P・6・)
§3.
§4.
§5.
§6.
グ ー1 に つ い て
P-1
一般 化 され た フ ェルマの問題
必+プL〃+ザ
α3+b3+03=α十b+6
§1.ア ル キ メデス の家 畜 問題
(P.ll.)
(P.15・)
(P.20.)
(P.22.)
問.太 陽 の神 が白,黒,斑(ぶ ち),黄 の4色 の牡牛 と牝牛か らな る家畜
の群を もっていた。
白牡牛瞳 牡牛よりも黒牡牛峠 と静 け多く
黒牡牛臓 牡牛よりも斑牡牛の去と÷だけ多く
斑牡牛臓 牡牛よりも白牡牛の÷と÷だけ多し・・
白牝牛螺 牛全体の遷と妻 の和に等しく
黒牝牛戯 牛全体の青と÷との和蒔 しく
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斑牝牛は餅 全体の÷と÷との和蒔 しく
黄牝牛は白牛全体の÷と÷との和蒔 しい・
また,
白牡牛 と黒 牡牛 との和 は平方数 に等 しく
斑牡牛 と黄牡牛 との和 は3角 数 に等 しい。
この とき家畜 の総頭 数はい くらで あ るか。
解.白 牡牛,黒 牡牛,斑 牡牛,黄 牡牛 の 頭 数をそ れぞれW,X,Y,Z,白牝
牛,黒 牝牛,斑 牝牛,黄 牝牛 の頭数 をそれぞれZV,X,y、9とお くと題意に よ
り次の方程式 が得 られ る。
W-(÷+÷)X+Z… 一 く1)
Y《 ÷+÷)W+Z… ……(3)
ωイ ぎ+去)(x+の一 ⑭
ツー (11-一一十一56)(z+の……(6)
W十X=.U2 (8)
x-(÷+誹+z… 一 ・(2)
x・=ぐぎ+÷)(Y+の ・・…紛
・===(÷+÷)(w+ω)・…・切
Y+Z-一((t十1-2r一)一(9)
T・・W十X十Y十Z十 ω十x十 夕十z(10)
こ こ にTは 総 頭 数 を あ らわ す 。
(1),(2),(3)から
6W--5X-6Z,20X-9Y==20Z,42Y-13W=42Z
が 得 ら れ る の で,こ れ をW,X,Yに つ い て 解 く と
W一多言号乙X一臨Y一 留Z
と な る 。 こ こにW,X,y,Zは 正 整 数 で あ り,Yの 分 母 の891=297×3-99x
3×3で あ り,Yの 分 子1580は891と 互 い に 素 で あ る か ら,Zは891の 整 数
倍 で あ る 。 した が ってZ==891Kと あ らわ され る 。 これ よ り
W・・2226K,X=1602K,Y・1580K,Z=891K(1)
とな る 。 これ らの値 を(4),(5),(6),(7)に代 入 す る と
・・ミ ム
、
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1200-7x=11214K,20x--9夕一=14220K
30夕・-11e=9801K,42e-13ω=28938K
こ れ を ω講 勢 βに つ い て 解 く と
1::;1=ll謙:ll:;1=鑑:琵}、(・1)
とな る。 こ こに4657は 素 数 で あ る 。
(II)の右 辺 に お け るKの 係 数 は い ず れ も4657で 割 り 切 れ な い か ら,K-:
4657kとな る 。 この 値 を(1),(n)に代 入 す る と
W・=10366482h・=2・3・7・53・4657h
X=7460514h・-2・32・89・4657k
Y=-7358060k=22・5・79・4657k
Z=4149387h=34●11・4657h
w==7206360h=23・3●5●7●23●373k
x=4893246h=2.32・17.15991h
y==3515820h==22●3.5●7●11・761k
g==5439213k==32・13●46489h
が 得 ら れ る 。
こ こ に ゐ は 任 意 の 正 整 数 な の で,
る が,
白 牡 牛10366482
黒 牡 牛7460154
斑 牡 牛7358060
黄 牡 牛4149387
(1')
(H')
(1)から(7)まで を満足す る解は無数にあ
とくに 為一1の とき最小頭数 の場合 の答 として次の ものが得 られ る。
白牝牛7206360
黒 牝牛4893246
斑 牝牛3515820.
黄 牝牛5439213
さて,W+X-22・3・11・29・4657keX(8)によ り平方数であ るか ら
k=3。ll●29●4657n2==4456749n2
となる。 したがって(1)から⑧ までを満足する値は次の通 りになる。
W--2・32・7・11・29・53・46572n2=46200808287018n2
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次 に3角 数 とは1,3,6,
に 対 して
Y+z...1EP!+2
2
これ よ り
(2t十1)2=8(Y十Z)十1
と な る 。 こ のY,Zに い ま 求 め た 上 の 値 を 代 入 す る と,
(2t十1)2==410286423278424n2十1
と な る の で,2t十1=・Pと お く と
P2-410286423278424n2=1(11)
と な り,こ の べ ル の 方 程 式 を 解 く と%が 求 ま る 。 し か し こ れ を 解 く こ と は 困
難 な の で,
410286423278424s23.3●7●11●29●353●46572
か ら2・4657n-Qと お く と(11)は
すなわち;:=1鰯凄∵ ●Wり(12)
とな る の で,こ れ を 解 く こ と と し ょ う。 た だ し,こ の 場 合 に はQは2・4657
で 割 り切 れ ぬ ぽ な らぬ 。
この ペ ル の 方 程 式(12)を解 い た の はA・Amthor(1880)[1,P.344・]であ
X・=2・33・ll。29・89・46572n2=33249638308986n2
Y=22・3・5・11・29・79・46572n2=327930265469COn2
Z=35・112・29・46572n2=18492776362863n2
ω=23・32●5●7●ll.23●29●373●4657n2
=32116937723640n2
x==2●33●11・17●29●15991・4657n2=21807969217254n2
ッ=22・32●5●7●112●29・761・4657n2
=15669127269180n2
z=33●ll●13●29.46489●4657n2=24241207098537n2
…,讐'),… で あ る か ら,(9>よ りtの あ る値
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る 。 彼 は まず γ!す謁》4729494を連 分 数 で あ らわ す と,91項 の 周 期 を もつ こ
と を しめ し,(12)を満 足 す る 最 小 の 解 は 次 の もの で あ る こ と を 見 出 した 。
P--109931986732829734979866232821433543901088049(45桁)
Q・-50549485234315033074477819735540408986340(41桁)
した が っ て
P,n+「V'i5"Qm・=(P+・V'DQ)m
を 満 足 す るPmとQmが(12)の す べ て の 解 で あ る が,そ の うちQmが2・4657
で 割 り切 れ る 最 小 の 解 はQmのm-・2329で あ る こ とが 見 出 さ れ た 。 こ の
Q2329を正 確 に 求 め る こ とは 不 可 能 で あ っ た が,大 体 の 値 を 求 め これ よ り
Am七horは
W-1598(… … 以 下206541桁の 数 … …)
で あ り,総 頭 数Tは
T=7766(… … 以下206541桁の 数 … …)
で あ る こ とを 導 い た[2,p・325・コ。
計 算 機 に よ る 解.Amthorの 結 果 は1965年 に 計 算 機 に よ っ て 実 際 に 求 め
られ た[3コ。
(10)セこよ り
T-C(
2撫7ア
と な り,こ こ にCは 次 の 数 を あ らわ す 。
C=2・3・11・29・41・107D4657・5743冒 ・224571490814418
こ のTを 求 め る の に 用 い られ た 計 算 機 は,IBM7040とIBM1620(II)で あ
り,次 の3つ の 段 階(A),⑧,(C)を へ て 最 終 的 な 数 字 が 得 ら れ た 。
㈹Pi,Q』 を 求 め る の にiの 値 と し て 次 の も の を 計 算 し た 。
1,2,4,8,9,18,36,72,144,145,290,291,582,1164,2328,2329.
か く し てQ2329が 求 め られ た 。 こ の た め に 行 な わ れ る 計 算 の 式 は 次 の 通 りで
あ る 。
P2n・・2pn2-1,Q、・n==2pnQn,pn+1=・PPn+(DQ)Qn,
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Qn+i=PQn+QPn.
こ こにQ232gは2・4657で割 り切 れ る が,以 上 の 計 算 に2時 間25分 を 要 した 。
(B)nを 平 方 す る こ と。 これ に は1時 間 と18分 を 要 した 。
(C)(B)の結 果 は2進 法 で あ らわ され る の で,こ れ を10進 法 で あ らわ す 。
こ の 結 果 が が 求 め られ た が,計 算 に3時 間 と48分 を 要 した 。 そ してn2に
224571490814418を掛 け る の に18分 を 要 した 。
(Tの 最 初 の30桁 と 最 後 の12桁 はA.H・Bellが1889年に 求 め た もの と一
致 した 。)
以 上 で 所 要 の 時 間 は 合 計7時 間49分 で あ り,求 め られ た206545桁の 数 を
全 部 し め す こ とは 紙 面 が 狭 い の で,最 初 の50桁 と最 後 の50桁 だ け を し る し
て お こ う。
77602714064868182695302328332138866642323224059233
05994630144292500354883118973723406626719455081800.
史話.劇 作家,批 評家 として,近 代 ドイツ文学 の礎石 をきずいた有名な レ
ッシ ング(G.E.Lessingl729-1781.)がヴォル フ ェソビュ ッテルの図書館 の
司書 を していた ころ,1773年に アル キメデスの手記 を発 見 した。 これは22
行 の対連(2行 の対句)か らなる詩 を含む手 紙で,ア レキサ ン ドリアのエ ラ
トステネスにあてた ものであ る。 この詩 のなかに家畜 の問題 が述べ られてい
る[4,s・1.コ。
§2.等 差数列をなす素数
問.η 個の素数 で等差数列を なす ものを求 め よ。
計 算機 によ る解,
n=・3のとき直ちに見出 され るもの と して,(1,2,3)と(1,3,5)があ る
が これ らは除外 してお く。
最初の素数が3の とき,(3,5,7)と得 られ るが,こ の とき 公差 は2で あ
りこれは6で 割 り切 れない。
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最 初 の 素 数 が3で な い もの と して,(7,13,19)が 得 られ る が,こ の と き
公 差6は6-2・3で 割 り切 れ る 。
n-4の と き,(1,7,13,19)が得 られ る が,こ の と き 公 差6は6・ ・2・3で
割 り切 れ る 。 ま た 次 の もの が 得 られ る 。
7十12m,17十12m,1877-1-12m(0≦m≦3)
これ らは 公 差 が6-2・3で 割 り切 れ る 。
n=5の と き,最 初 の 素 数 を5と す れ ば,(5,11,17,23,29)と得 られ る
が,こ の と き 公 差6は30・-2・3・5で 割 り切 れ な い 。 ま た(5,17,29,41,
53)も 得 られ る が,こ の と き 公 差12は30・ ・=2・3・5で割 り切 れ な い 。
最 初 の 素 数 が5で な い もの は,容 易 に 見 つ か ら な か っ た が,つ い に 以 下 の
もの を 見 出 した 。
33893十510m==33893rl-2・3・5●17m(0≦m≦4)
これ で み る と,公 差510は30=2・3・5で 割 り切 れ て い る 。(こ れ ら よ り小
さ い 素 数 で5個 な ら ん だ もの が あ る か ど うか は 検 証 して お らな い 。)
これ ら よ り大 き い 素 数 な ら若 干 見 出 さ れ る 。 す な わ ち
34019十2●3●5●19m
33331-}-2●3●5。21m
33191十2●3●5●22m(0≦m≦4)
32183十2.3・5●28m
28439十2●3●5●56m
で あ る が,公 差 は み な30-2・3・5で 割 り切 れ る 。
n・・6の と き 次 の も の が 得 られ る 。(0≦m≦5)
7十30m=7十2●3●5m
107十30m=107→-2・3・5m
11-←60m==11十2●3・5●2m
53→-60m==53十2●3●5・2m
13十90m==13十2.3●5●3m
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503十90m==503十2●3●5●3m
239十120m=239十2・3●5●2●2m
281十120m=281十2●3・5・2●2m
73十150m;73十2●3・5●5m
397十180m==397十2●3・5・2●3m
l3十210m==13十2●3●5●7m
最 初 の も の の 公 差 は30-=2・3・5で 割 り切 れ,最 後 の もの の 公 差 は210-
2・3・5・7で 割 り切 れ て い る 。
n・=7のと き,最 初 の 素 数 が7で あ れ ば,7+150m(0≦m≦6)が 得 られ る 。
この と き 公 差 は210=2・3・5・7で 割 り切 れ な い 。
最 初 の 素 数 が7で な い な らぽ 次 の も の が 得 られ る(0≦m≦6)。
47十210m=・47十2●3・5●7m
829十210m=829十2●3●5。7m
l93十420m==193十2.3・5.7・2m
2267十630m=2267十2.3・5●7●3m
lO61十840m=1061十2●3●5・7。4m
l319十1680m==1319十2●3●5・7●8m
こ れ ら に お い て は 公 差 は み な210=・2・3・5・7で 割 り切 れ る 。
n・=8の と き,619+210m,(0≦m≦7)
n-9の と き,409+210m,(0≦m≦8)
n・=10の と き,199+210m,(0≦m≦9)
と 見 出 さ れ る 。
n==11の と き,a+2310bm,(0≦m≦10)
な る 形 の α,う を 求 め よ う と し て い る が,ま だ 見 つ か っ て お ら な い 。 こ こ に
2310==2・3・5・7・llで あ る 。
n=12の と き,こ れ は 既 にW・A・Golubieffに よ っ て 次 の 形 で 見 出 さ れ て
い る[5,P・232・コo
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23143十30030m==23143十2●3●5●7●11●13m(O≦m≦11)
n・=13のと き,こ れ は 既 にV・Seredinskyによ っ て 次 の形 で 見 出 され て い
る[13,P・121・]0
4943十30030×2m(0≦m≦12)
n=14以 上 に つ い て は,ま だ 見 つ か っ て お らな い 。 さ らに 進 ん で100個 つ
づ い た 素 数 の 等 差 数 列 の 存 在 も知 られ て お らな い が,も し あ った と して も,
そ の 公 差 は30桁 以 上 で あ る こ とが 証 明 さ れ る[13,p.121・コ。
史話.こ の 問 題 に 対 して これ まで に 知 ら れ て い る こ と を 述 べ て お こ う
[6,p.425.コo
まずWaring,E・が そ の 著 書MeditationesAlgebraicae(1770)にお い て
次 の よ うに 述 べ て い る 。
3つ の 素 数 が 等 差 数 列 を な す とす れ ば,そ の 公 差 は6-2・3で 割 り 切 れ
る 。 た だ し(1,2,3)と(1,3,5)は 除 外 す る 。
5つ の 素 数 は,最 初 の 素 数 が5で な い と き,そ の 公 差 は30-2・3・5で 割
り切 れ る 。
7つ の 素 数 は,最 初 の 素 数 が7で な い と き,そ の 公 差 は210-2・3・5・7
で割 り切 れ る。
11個の 素 数 は,最 初 の 素 数 が11で な い と き,そ の 公 差 は2310===2・3・5・
7・11で 割 り切 れ る。 以下 同 様 。
これ らを 証 明 した の は 次 の 定 理 で あ る 。
カ ン トー ル(Cantor,M)の 定 理(1861).2か ら 汐 まで の す べ て の 素 数 の
積 をP-2・3・ … … ・pと す る と き,公 差 がPで 割 り切 れ な け れ ば,p個 の
素 数 で 等 差 数 列 に な る もの は な い 。 た だ し 少個 の 素 数 の な か に ρ は な い もの
とす る 。
この 定 理 に よ り最 初 に 述 べ た 計 算 機 に よ る 解 の 状 態 が うな ず か れ る こ と と
思 う。 た だ し,素 数 の 個 数 πが 素 数 で な い 場 合 に 担 当 す る 定 理 は 得 られ て お
らな い 。
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また,計 算機による解のなかで既に知 られているものは次の通 りであ る。
n=6'
i。;工畿}膿 望lf醐
櫃∵ll顕}濃獅 脚)
71十2310mDevignot,(1910).
存 在 の 証 明.以 上 に よ り 等 差 数 列 を な す 素 数 の あ つ ま りが 実 在 す る こ と
は 分 った が,存 在 す る こ との 証 明 は ま だ 一 般 に な され て い な い 。 わ ず か に
n==3の場 合 に な さ れ て い る だ け で あ る 。 そ れ が 内 山 氏 の 次 の 定 理(1961)
[7]であ る 。
定 理.aを 正 整 数,bを 任 意 の 整 数 と し,N(X,a,b)を
Pi+P3・=aP,・+わ
を 満 足 す る 解 の 個 数 とす る 。 こ こ にP:,盛,角 は2≦ 勿 ≦x(ブ・-1,2,3)を満 足
す る 素 数 とす る 。 こ の と き 次 式 が 成 立 す る 。
N(x,a,b)譜C(a,のT(x,a,b)十〇(xt)(logx)-A)(x→oo,A>3)
こ こ に0一 定 数 はa,bとAに 従 属 して お り,
C(・・b):!轟ρ≧1渦 詫 辮 品(1+(≠1ア)
謡fp!b
T(x,a,b)・一Σ(lognllogmIogVa)『1
この 和 はn1+n3==an2+bのす べ て の 整 数 解n1,n2,n3の上 を 動 く。2≦n」 ≦x
(ブ=1,2,3)。
系.a==1,b=Oとす れ ばn・=3の 場 合 の 証 明 に な る 。
な お,こ れ よ り先 きChowla,Sが1944年 に 等 差 数 列 を な す3つ の 素 数 の
存 在 を 証 明 して い る 。
結 論 的 に い え ぽ,"個 の 素 数 で 等 差 数 列 を な す もの は 存 在 す る と予 想 され
る が,そ れ を 経 験 的 に 求 め て もn-13ぐ らい ま で しか 分 って お らず,n-3
を 除 い て 一 般 に そ の 存 在 は 証 明 され て お ら な い の が 現 状 で あ る。
整 数 論 と 計 算 機 (11)
§3.ぢ 三;rcついて
彫 螺 数とするとき・賀 螺 数であるか・
問.繰 計 は轍 であるか・
後者 の問題 は前者 において 少一11の特 別の場合であ るが,こ れ らについて
内山三郎 氏(信 州大理教授)か ら筆者宛 への旧書簡(1961.5.19.)に次 の
よ うにあ る。
「……11蒜L28531167・61が素数 か 否か とい う問題 は 以前伊醐 氏
(現名大教養教授)が 北大 在任当 時教室 の 学 生に出 された ものです 。 この数
は比較 的大 きいためFactorTableも使 用で きず に最近 まで放 置せ られ てい
た よ うなので,私 が2～3の 人に電子計算機 を用 いてみ る ことを依頼 した 訳
なのです。 そ して 東 大理学部 のPC-1(一松信氏),有 隣電機精機K.Kの
FACOM-222(岡本彬氏)に よって独立に
上記 の数 一15797×1806113
と分解 され るこ と,そ して両因数は共 に素数 であ ること(こ の ことは素数表
か らも分 りますが)が 立証(一 計算)さ れ ま した。
上 記の数 は(P"-1)/(P--1),(P・一素数)の 形 の 数 の 特別 な もので 最近
PC-1によ りp-13の とき も計算 されてい ます。 もっともこの時は小 さな素
因数53が あ りますので 『問題』 は容 易か も知れ ませ ん。
(1313-1)/12;53×264031×1803647
各 因子 は素数。
(PP--1)/(p-1)は或 る種 の有限群 のorderで,こ れが素数であ る場 合の
方がむ しろ興味 あ る ものだそ うです(伊 藤氏 に よる)。整数論的 な 意味 は よ
く分 りませんが,多 分 この形 の数 の素 因子 の個数 はあま り多 くは ないのでは
ないか と思われ ますが実相は不明です。……猶(pp-1)/(P-1)は既約多項
式Fp(x)(P次の円分方程式,degreeはP-1)のx-=Pの値 に なってい る
訳です。 ……」
(12)人 文 研 究 第三十三 輯
さ て この 問 題 の 由 来 に つ い て 述 べ よ う 〔8]。E・T・Bel1は1934年tこ
!一L愚B(")濃
を考 えた。 この母函数に よって定義 され るB@)は 次の ものの個数であ る。
(a)nの異な るものをn個 の似た箱 のなかへ 入れ る仕方 の個数であ る。た
だ し箱には何 に も入 らない ものがあ って もよい。
(b)暗号解読 の とき起 ることであるが,n個 の文字をn個 以下 に分割 して
単語(無 意味の こ ともあ る)の 列にす る仕方は何通 りあるか 。
(C)n個の単 語がな らんでいる 詩 において,こ れ に 韻をふ ませ るた めにn
個 以下に分割す る方法は何通 りあ るか。
(d)n個の素 数が与 え られ た とき,こ れ らを 適当に まとめて,合 成数 と素
数 の積 にす る方法は何通 りあ るか。
これ らはみ な 同 じことの 異 なる表現であ る。(d)につ いて例 をあげ る と,
3個 の素数が与え られ た とき
(PIP・P・)一(P・P・)あ一(P・P3)P・一(P・P、)Pi-(P、)(P2)(P3)
となるので,B(3)=5とな る。
このB(n)に ついては,い ろい ろな式 と性質 が与 え られてい る。
Bω一÷翻
B(n)一意 詳 ず(1)α+禽s(n・・)
ここにS(n,r)は第2種 ス ター リソグ数であ る。 また
B(n十1)=(B十1)n
が成 立す る。 ここに右辺 のBmは 展 開の後にB(m)に よってお きかえ られ
る。
定差公式B@)一 △nB(1)
が計算機 のために最 も簡単 な形で 見出 され,B@)の 計算に際 して用 い られ
た。
B(n)の数論的性質 の研究に際 しては,素 数 クに対 して
B(n十ρ)≡B(n)十B(n十1)(mod.♪)
整 数 論 と 計 算 機
が 成 立 す る こ と が 基 本 事 項 で あ る 。 こ れ に 加 う る に
B(n十jpm)aEEB(n十1)十粥B@)(mod.f》)
の 成 立 を 注 意 し て お こ う。
さ てB(n)の 実 際 の 値 を 少 し 書 い て み よ う。
B(0)==1,B(5)=52,B(10)=115975,
B(1)=1,B(6)=203,B(11)==678570,
B(2)=2,B(7)=877,B(12)=4213597,
B(3)=5,B(8)=-4140,B(13)=-27644437,
B(4)=15,B(9)=21147,B(14)=190899322,
こ れ ら のB(ve)のmod.Pに 関 す る 剰 余 を な らべ る と,
P-2の と き,1,1,0,1,1,0,… …
22-1と な り周 期 は3で あ る
。 こ の3は に 等 し い 。
2--1
P=3の と き,1,1,2,2,0,1,2,1,0,0,1,0,1,… …
33--1
とな り周期は13で あ る。 この13は に等 しい。
3-1
一般に次の定理が成立する。
定理B(n十pp-1少一1)9EB(n)(m・d・P)
す なわ ちBω 購 一ぢ ゴ とい う合同周期を もってい る・
(13)
これ を 証 明 した の はG・T・Willialns[9コで あ り,こ れ を 実 際tl:P・-2,3,5
の 場 合 に 確 め た 。
しか しN。 が 素 数 で な い と き はNpが 最 小 の 周 期 で は な くNpの 約 数 が 最
小 周 期 に な るか も知 れ な い 。 そ の 意 味 でNpが 素 数 で あ るか 否 か が 問 題 とな
る の で あ る 。
P>5に 対 して はJackLevineとR・E・Daltonが次 の 定 理 を 得 て い るE8]。
定 理.B(n)の 数 列 のmod・Pに 関 す る 最 小 周 期 は,P-7,11,13,17の と
きNpで あ る 。 ま たP<50の 残 りの 素 数,す な わ ち19,23,29,31,37,41,
43に対 して は,そ れ らの 素 数Npの 知 られ て い る 素 因 数(こ れ は40桁 以下
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の ものであ る)は 周期 にな らない。
この定理に よる と17<〆50の 素数 に対 してはNpが 最小周期 であ るか ど
うか は不 明であ る。それ とい うの もまずNpが 素数であ るか否 かを調べ るこ
とは大変 な計算を必要 と し,ま た素 因数が見つか った として もB(n)の値 を
"の相当大 きなところ まで求 めて お くことが必要 であ るか らであ る。
実際[8]におい ては,B(n)がn-74まで求 め られ,B@)(mod・ ρ)の値
が0≦n≦p,p≦50まで求め られ,Npの 値がp<50ま で求め られ てい る。 こ
の うち最後 の ものを少 し紹 介 してお こ う。
N5=781=11×71
N7=・1,37257=29×4733
N11=2,85311,67061==15797×1806113
N13課2523,95922,16021=53×264031×1803647
N,7=51702,51636,78960,47761
昌10949×1749233x2699538733
Nlg-1099,12203,09223,96438,40221(素因 数 は 知 られ て な い 。)
N23=94911,21818,11268,72883,43196,77753
=461×1289×1597216194112486480522357
N2g・9,__,02981(41桁 の 数)
-5g×16763×8444g×2428577×14111459×(17桁の 数)
N31==(45桁の 数 に し て 素 因 数 は 知 ら れ て な い ◎)
N3,=57桁 の 数
一149×1999x7993×(40桁 以 上 の 数)
N41-65桁 の 数
=83×(40桁 以 上 の 数)
N43-69桁 の 数
===173×6709×(40桁以 上 の 数)
N47=・77桁の 数
=・1693×(40桁以 上 の 数)
整 数 論 と 計 算 機 (15)
§4.一 般 化 された フ ェル マ の問題
フ ェルマの問題 とは周知 のよ うに
必+ダ 』 〆,(x,y,z)=-1,(nは奇素数)(1)
を満足す る正整数 解(今 後単に解 とよぶ)が 存在 しない ことを証 明せ よとい
う問題 であ る。 これを拡張す る と次の よ うにな る。
問.舜+謬+… …+鑑 一徽+1に おいてn≦ 〃zならぽ解があ り,n>〃2なら
ば解はない。 ここに%,吻 は 自然数 であ る。
これを 一般化 され た フ ェルマ の 問題 とい うが,こ れ に つい て 述べ よ う
[12,p.332.]o
そ の前 に(1)につい て以前に[10,p・15.]述べ た ことがあ るが,そ の後の発
展について補 ってお こ う。
それは フ=ル マの問題の第1の 場 合に,「素数 ρが次 の合同式
一2tt}'ia'≡・(m吻)(2)
を満足 しないな らば,xP+yP=eP(Pは奇素数)は 解を もた ない。」
と証 明 され てい るが(2)を満足 す る素数 は200,183まで の間tZCp--1093と
3511だけであ ることが知 られてい る。
い ま2の 代 りにaを とって(2)と同様 な 合同式を考 えた とき,そ れ を満足
す る奇素 数 少があ るか否 かについては次 の結果がHansRiesel(1964)にょ
って得 られてい る[11]。
(第1表)
奇素数P<500,000とす。
・ ρ1 1 α ρ
2
3
4
5
6
1093.35111
illi
l
1093.3511
20771.40487
66161
7
8
9
10
5.491531
3,1093.3511
11
3,487
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(第2表)
奇 素 数P<10,000とす 。
α ρ α ρ
ll 71 39 8039
12 2693 40i 11,17,307
13 863 41 29
14 29,353 42 23'
16 1093.3511 43 5,103
17 3 53 3,47,59,97
18
19
5,7,37,331
3,7,13,43,137
159
1
i67
2777
7.47
20 281 71 3,47,331
22 13,673 73 3
23
24
13
5
791
83
7,263.3037
4871
26 3,5.71
ヨ
89 3.13
27
28
11
3,19.23
97
i101
7
5
30 7 107 3,5.97
31 7,79.6451 109 3
32 5,1093.3511 127 3,19,907
33 233 131 17
35 3,1613.3571 137 29,59.6733
37 3 149 5
38 17,127 1150 13
以上の表はRiese1の表の抜 きが きで あ るが,Rieselの原表に おいてaが
素数で ある次 の場 合
a==47,61,103,113,139
が計算 されてお らないのが惜 しい。
さて一般 化 された フェル マの問題は もちろん証 明 されてはいないが,"お
よび 勉 の小 さな値について調べ てみ よ う。
(1)n-2,m・=2のとき,ノ+y2…92とな るが,こ の方程式 の解は ピタゴラ
スの数 として周知 の通 りであ る[1,p,165・]。
整 数 論 と 計 算 機 (17)
(且)m・=2,n≧3の と き,こ れ は フ ェル マ の 問 題 で あ る(未 解 決)。
(皿)m=3,n=・2の と き,メ+ダ+β ・=u2.これ は[3,p・69・コ に 解 か れ て
あ る が,次 の 一 般 の 場 合 に 帰 着 す る 。
(IV)mは 任 意,n=2の と き,
イ+霧+… …+場=ノ
これ は 会 田安 明(1747-1817)によ っ て 次 の 解 が 得 られ て い る[1,P・318・コ。
そ れ は 彼 の 著 書 「算 法 整 数 術 」(1807)にあ り,結 果 は 次 の 通 りで あ る[14,
P.515・]o
x1=一 al十al+…+an・
κ2=2aLa2,x3=:2aia3,...._,Xen=2aiam
y==ai十al十… … 十a島、・
こ こ に αεは 任 意 の 整 数 を 表 わ す 。
(V)m・=3,n==3の と き,♂+ゲ+が=麗3・
こ れ に つ い て は い ろ い ろ の 解 が 得 られ て い る が[1,p・560・],[14,p・516・],
こ こ で はRamanujan(1887-1920)の も の を1つ 掲 げ て お こ う[12,P・201・コ。
x==3α2十5ab-_5b2,y==4a2-4ab十6～)2
z==5α2-5ab_3b2,u=6a2-4αb十4b2.
電 子 計 算 機 に よ る 解 は 次 の 通 りで あ る 。 た だ し κ≦ γ≦ β と す る 。
κ ツ1・i% ・1ツ 列% 〃1ツt・1π
1 6 8 9 6 8 10 12 10 なし なし な し
2 12 16 18 6 20 36 38 ll 15 27 29
2 17 40 41 6 32 33 41 12 16 20 24
3 4 5 6
16
36 48 54 12 19 53 54
7 14 17 20
3 10 18 19 13 なし なし な し1 7 42 56 63
3 18 24 27 14 28 34 40
7 54 57 70
3 36 37 46 8 34 44 50
15 20 25 30
4 17 22 25 8 48 64 72 15 42 49 58
4 24 32 36 9 12 15 18 … … … …
5 30 40 45 9 30 54 57 54 72 lgO 108
一 一,一 一一 一 一 一 一 一 一 一 一 　 -7ド 髄_
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これ は ほ ん の 一 部 に す ぎ な い が,0<x,Pt,9<100の完 全 な 表 を 作 りつ つ あ
る。 これ ま で に 知 られ た も の で は 次 の もの が あ る。
1493十2563十3633==4083
(VI)m≧4,n-3の と き,[1,p.563.]にお い て い ろ い ろ と論 ぜ られ て い
る が,こ こで は 具 体 的 な 例 を あ げ て お こ う。
m==4,133==13十53十73十123
203==113→-123十133十143
2173=13→-23十523十2163
m==5,93=13十33十43十53十83
163==43十63十73十93十143
253=13十23十43十123十243
4403=:2303十2433十2563十2693十2823
m=6,133=13十53十63十73十83十103
11553=4353十5063十5773十64S3十7193十7903
m==7,143==23十33十53十73-1-83一 ト93-←103
これ らを求め るためにいろい ろ と苦心がな された ことと思われ るが,計 算
機 に よって幾多 の例 が得 られ るはずであ る。
しか し問題 点は不定 方程式 の解 の公式を求め得た と して も,そ れに よって
すべての解が得 られ るか ど うかを常に検証 してお く必要が あ る。 また解 のす
べ てが素数 であ るもの,解 が等差数列をなす もの,解 はすべ て異な る自然数
か らなる ものを求め るとい うよ うに,他 の条件 の加わ った解 を求め る ことも
興味深い問題であ る。(この ことは一般 の不定方程式について もいえ る。)
(VH)m=3,n≧4の とき,〆+ツn+ノ ーunとな る。n・=4のときEulerの
研究があ るが不完全で あ る[1,P・648・]。
これをn≧4の すべ てのnに ついて 不能であ る ことを 証 明 したのは0.
Schier(1881)である[1,P.682.]。
(VIII)m≧4,n-4のとき,[1,p・649・ユ[13,p・57・],[13,p・394・コ にお
整 数 論 と 計 算 機 (19)
いていろいろと論ぜ られているが,こ こでは具体的な例をあげておこう。
m=4,3534=・304十1204十2724十3154
6514.・.2403十3404十4304十5994
m==5,54=雷24→-24十34→-44十44
154==44十64十84十94十144
654=14十84十124十324→-644
854===24十134十324十344十844
(4x4十夕4)4=(4x4一ニソ4)4十(4x3ツ)4十(4x3ツ)4十(2xツ3)4十(2xツ3)4
m=6,134==24十64十84十24十74十124
914=144十244十344十494十584十844
3254==74十84十104十284十1084十3244
m=7,3254=34十84十104十204十264十1084十3244
m==9,754=84十124十164十184十204十284→-404→-454十704
(IX)m=4,n≧5の と き,必+ノ+〆+un=vnと な る 。 こ の 式 の 不 能 は ま
だ 証 明 さ れ て い な い 。
(X>m≧5,n・=5の と き,[1,p・682・コ,[13,p・395・コ に お い て い ろ い ろ と
論 ぜ られ て い る 。
m==5,具 体 的 例 の な い の が 遺 憾 で あ る(ま さ か 不 能 で は あ る ま
い 。)
m=6,125==45十55→-65→-75十95十115
305=5s十105十115一ト165十195十295
m==7,925==25十95十115十225十515十585→-895
m=12,32「)..,35十65十75十85十105十115十13:)十14J)十155十16:)
十185十315
(XI)伽=6.
m=5,〆 十yn十♂ 十un十vn=wnの 不 能 の 証 明 は まだ な さ れ て い な
し・(n≧6)o
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m-6,7,...15のときの具体的例は まだ得 られて ない。
m=16,286=・16十26十46十56十66十76十96十126十136十156十166
十186十206十216十226十236
以 上 で 本 節 を 打 切 る が,具 体 的 例 を 掲 げ た の は 計 算 機 に よ り これ 以 外 の 多
くの 例 を 求 め て も らい た い か らで あ る 。 しか しnが4ま た は そ れ 以 上 に な る
と容 易 な業 で は な い 。
§5。 .t'3+二f=un+研
良 く知 られ て い る よ うに,必+ノ ー〃+"η を み た す 正 整 数 解(今 後 た ん に
解 と よ ぶ)に は 次 の も の が あ る。
n・=2の と き,12+S2..42+72
n==3のと き,13+123==g3+103
n・=4の と き,1334+1344=594+1584
この うち 最 後 の も の はEulerに よ っ て1772年に 求 め られ て い る[1,p・644・コ。
これ よ り進 ん でSierpi丘skiは次 の 問 題 を 提 出 した[15,P・116・]。
問1.n≧5と す る と き,xn+yl'…un+研 を み た す 解 は 存 在 す る で あ ろ う
か 。
問2.M+y4-u4+v4・=α4+β4をみ た す 解 は 存 在 す るで あ ろ うか 。 す な わ
ち あ る 整 数 が3通 りの 方 法 で4乗 の 和 に あ らわ され で あ ろ うか 。
こ の2問 は 今 日未 解 決 で あ る。 こ こ で はn・=3,n=4の 場 合 に つ い て,こ
れ まで に 知 られ て い る こ とを 少 し く述 べ て お こ う。
n-3の 場 合
炉+di・・u3+v3
これ に つ い て は 和 算 家 馬 場 正 統 編 集 の 書 物(1830,文 政 十 三 年)に 次 の 解
が あ る[14,P.520.]。
x=c(06-4),夕=6c3十 〇6--4
u=-603十c6-4,v==12c十c(c6--4)
整 数 論 と 計 算 機 (21)
そ の 他 の 解 も あ る が[1,p・555],そ れ ら に 深 入 りす る こ と な く,実 際 に 知 ら
れ て い る 解 に つ い て 述 べ よ う。
13十123..93十10393十343=:163十333
23十163==93十153103十273=・193十243
23十343=二153十33310433十29873=ll403十29763
33十363=273十303
こ の 外 に も も ち ろ ん 存 在 す る で あ ろ うが,計 算 機 で 系 統 的 に も と め た も の が
ほ し い 。
n-4の 場 合
N昌x4十M==u4十 が
これ に つ い て の 解 はEuler(1772)に よ っ て 次 の よ うに 求 め ら れ た 。
x=a7十asb2-2a3b4十3a21)5十αう6
ニソ=置a6b--3asb2-2a4b3十a2b5十b7
u;a7+asb2--2a3b4-3a2b5+cth6
==a6b+3asb2-2a4b3+a2b5+b7
しか し,こ れ は あ る意 味 で 不 完 全 な 解 で あ る[12,P.201.]。
計 算 機 に よ る解 が 最 近 得 られ て い る の で,そ れ を し るそ う[16,p・450・コ。
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こ の う ちi・-1はEuler(1772),i・ ・2はA・S・Werebrusow(1912)・ 宿3
もWerebrusow(1914),i-7はA・Desboves(1879)に よ っ て 既 に 求 め ら
れ て い る 。
最 後 に 問2は 解 決 さ れ て い な い が,
x4+y4+zLu`+v4+ω`・・…'+β4+γ4
を み た す も の と し て 次 の も の が あ る[16,P・451・コ。
294十174十124=284十214十74;274十234十44
1594十5S4十14=1344十1334十14==1544十834十714
§6.a3+b3+c3==a+b+c
M.Wunderlich[17,P,482-486コに よ っ て こ の 式 を 満 足 す る 解 に つ い て 述
べ よ う 。 こ と の 起 り は,J.c.P・MillerとM・Ec・woollet(1955)に よ っ
て 広 大 な 計 算 が 行 な わ れ た に も か か わ らず
α3+わ3+♂=3
整'数 論 と 計 算 機 (23)
???
を み た す 解 は 次 の た だ2通 りで あ っ た 。
(α一b===c=1),(α一=b==-4,0--5)
つ い で,こ の 解 はAubreyKempnerに よ っ て 次 の 式
α3+わ3+63呂α+わ+o
を み た す こ と が 注 意 さ れ た 。
???
6'
は ギ リシ ア の 時 代 か ら研 究 さ れ て い る 「ピ ラ ミ ッ ド数 」で あ る[1,Chap.1・]。
ま た(3)よ り ピ ラ ミ ヅ ド数 は 次 の よ うに 定 義 さ れ る。
P・一(n吉2)・n≧1
2項 定 理 に よれ ぽ これ は パ ス カ ル の 三 角 形 の 第4行 に あ らわ れ る 数 で あ る 。
す な わ ち
1,4,10,20,35,56.,84,・・・…
したがって ② に対す る予想は次のように述べ られ る。すなわち
したが って ② は この2つ の解以外 の ものを もつか ど うかが興味 を もたれ,
そ のさい(1)の解が非常に少 ないので(2)の解は存在 して も,有 限個 に過 ぎな
い と予想 され た。
い まoの 符号を変 え(2)を6で割 る と
a3-ab3-be3-c十 =
666
す な わ ち.
(a-1)a(a+1)+(b-1)b(b+1)_≦ ・-1)互(・+1)
666
とな る。 ここにあ らわれ る形 の数
(a-1)a(a十1)α≧2(3)
P幻十Pッ 昌Px
??
をみたす解は有限個 にす ぎない と。
この予想 と(4)をみたす解 の表について述べ るのが本節 の 目的であ る。
結果は予想を裏切 ってS・Chowlaが(4),したが って(2)が無 限個 の 解 を
もつ ことを証 明 した。そ して特に
(24) 人 文 研 究 第三十三輯
2Psu==Pv
をみたす解はx・=3,y・-4のみであ る ことを証 明 した。
また(4)をみたす 最初 の88個 の解 が下表 の よ うに計算 機に よって求め られ
た。それ はColoradoのC・D・C・1604計算機 に よ り6時 間を要 した。
ここに注 目すべ きはS.Chowlaは無限個の解 の存 在を証 明 したに もかかわ
らず,計 算機で見 出された解 の大多数 を正 しい もの と検証 してお らない こと
であ る。それは彼 が(2)をPellの方程式にみ ちび くことに よって無限個の解
の存在 を証明 したので,特 別 の形 の無限個の解にふれ た ことに な り,そ れ ら
は次 の表にあ らわれ る もの とは 偶然 に も1つ も 一致 しなか った。 以下 に88
個 の解 の一部を しめそ う。
∬1ッ1・1κ 【 ッ1・
'313 「
4… …1 o● ● ●●o ●● ●o● ●
8
114
154115 8034 8379
20 54 55 4015 8910 9174
30 55 58 7104 7847 9442
39 70 74 7062「 8094 9592
61 102 109 2951 10184 10266
84 90 110 1328 10568 10575
34 118 119 17842 10168 ll532
48 138 140 i7294 10618 11660
119 154 175!8274 10149 ll725
● ●09● ■ ●■o.● ● .._.1905011 11100 12824
こ の 表 に あ らわ れ る 解 に ふ れ た もの はSierpifiski(1961)であ る が,彼 と
て も解 の 無 限 個 の 存 在 を 証 明 した の ち,x・・8,y・14・2-15とx===2912・y--
4838・a=・5167の2つの 解 だ け を 導 きだ した 。
こ こで2つ の 未 解 決 の 問 題 が 提 出 さ れ る 。1つ は(2)のす べ て の 解 を 与 え
る パ ラ メ ト リ ッ ク表 示 を 見 出 す こ と,他 は 素 数 定 理 と類 似 の 漸 近 密 度 函 数 を
見 出 す こ と で あ る 。
後 者 を よ り明 確 に 述 べ る と次 の よ うに な る 。
nに 対 して,Pa+Pb・=Pn
整 数 論 と 計 算 機 (2b)
をみたす正整数 α,わが存在す るよ うな%で,η ≦万なる ものの個数 を φ(ので
あ らわす。 この とき φ(x)～9(のにな る ような連続函数が存在す るであろ う
か。す なわ ち
麟 紹 一一1
を満足す る ものを求めている。
さて ピラ ミッド数 は さ らに 拡張 され,そ れは 第r番 目次数 ηの 図形 数
(the7thfiguratenumberofordern)とよぼれ る次 の もの とな る。
f・…=(「+n-1)(5)
ヒれ に よる とピラ ミッ ド数P.は ゐ,Ptであ る。そ こで問題 は さ らに拡張 され
あ,幻十ノ髭,ッ臨ル,眉
の解 を求め る方 向に進 め られ るが,そ れに深入 りす る ことは次の機会にゆず
ろ う。(1966.9.22.)
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